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Opgave 1

a) Juist. Elke eindigdimensionale lineaire ruimte is volledig (alle normen
zijn equivalent met Euclidische norm). V is dus een Banachruimte, dus
een convergent rijtje van elementen uit V convergeert naar een element
uit V .

b) Niet juist. Neem bijvoorbeeld f(x) = 1/x.

c) Niet juist. Bekijk de functie f(x) = c > 0.

Opgave 2

a) Een voorbeeld is de functie die gelijk 2n is op het interval [ 1
2n
, 1
n
] en 0

elders. Het is makkelijk na te gaan dat deze rij functies aan de eisen
voldoet.

b) Een voorbeeld is de functie die overal gelijk is aan 0 behalve in n punt
daar is hij

√
n. Het is makkelijk na te gaan dat deze rij functies aan de

eisen voldoet.

c) Stel de rij functies πn : `2 → `2, gedefinieerd door x→ xnen. De eisen
zijn makkelijk te controleren.

d) Stel K = {{a1, . . . } ∈ `2|a2m = 0 ∀m ∈ N} (dus alle even posities
hebben waarde 0). K⊥ is dan de verzameling van waarden die op
alle oneven posities de waarde 0 hebben. Beide verzamelingen hebben
oneindige dimensie.

Opgave 3
We weten dat [−π, π] compact is, dus geldt dat C([−π, π]) ⊆ L2([−π, π]).
Voor elke f(x) ∈ L2([−π, π]) weten we dat we het op de volgende manier
kunnen schrijven: f(x) = a+

∑
n∈N bn cos(nx) +

∑
n∈N cn sin(nx).

Via
∫ π
−π f(x)dx = 0 volgt a = 0, dus f(x) =

∑
n∈N bn cos(nx)+

∑
n∈N cn sin(nx).

Er geldt:
||f ||22 =

∫ π
π
|f(x)|2dx =

∑
|bn|2 +

∑
|cn|2
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Voor de afgeleide van f(x) geldt dat we sommatie en differentiatie mogen
verwisselen: f ′(x) = −

∑
nbn sin(nx) +

∑
ncn cos(nx). Voor de norm geldt

dan nu het volgende: ||f ′(x)||22 =
∑
|nbn|2 +

∑
|ncn|2

Voor n ∈ N geldt de termsgewijze ongelijkheid |an| + |bn| 6 n(|an| + |bn|),
alleen voor n = 1 geldt er gelijkheid. Hieruit volgt dat de sommaties de-
zelfde ongelijkheid vertonen, wat voor de norm het volgende gevolg heeft:
||f ||2 6 ||f ′||2.
We merken op onze termsgewijze afschatting, alleen gelijkheid geeft voor
n = 1, wat direct de laatste uitspraak bewijst.

Opgave 4
A.
c0 ⊆ l∞ en l∞ is een Banachruimte. Het enige wat we dus nog moeten be-
wijzen is dat c0 gesloten is.
Laat {an} = {a1, a2, . . .} een rij met an ∈ c0 voor alle n ∈ N, zodanig dat
hij convergeert naar a ∈ l∞, dus a is een limietpunt van c0. We moeten nu
bewijzen dat a ∈ c0.

Nu volgt uit de definitie van c0 de volgende eigenschap (1):
∀n,∀ε > 0,∃Nn, zodanig dat k > Nn ⇒ |ank | < ε
En uit het feit dat a de limiet is volgt eigenschap (2):
∀ε > 0,∃M zodanig dat n > M ⇒ ||an − a||∞ < ε
Doordat het een supremumnorm betreft volgt dat
∀ε > 0,∃M,∀n > M,∀k ≥ 1,⇒ |ank − ak| ≤ ||an − a||∞ < ε
Nu moet bewezen worden ∀ε > 0,∃K > 0 zodanig dat k > K ⇒ |ak| < ε,
wat equivalent is met a ∈ c0
Uit eigenschap 2 kiezen we M ∈ N groot genoeg, zodat n ≥M ⇒ |ank−ak| <
ε
2

(dit geldt voor alle k ∈ N).
Uit eigenschap 1 kiezen we nu voor n = M de waarde NM groot genoeg,
zodat k > NM ⇒ |ank | < ε

2

Neem nu K = NM en n = M , zoals hierboven gedefinieerd, dan volgt dat
voor k > K:
|ak| = |ak + aMk − aMk | 5 |aMk − ak|+ |aMk | < ε

2
+ ε

2
= ε

B.
Definieer Λ =

∑
|λn| <∞ en de functie:

f: c0 → R
f: {an} 7→

∑
λnan
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We moeten aantonen dat f begrensd is en berekenen wat ||f || is.
|f(a)| = |

∑
λnan| 5

∑
|λn||an| 5 ||an||∞Λ

Dan volgt ||f || = sup||a||∞=1||f(a)|| 5 Λ en zodanig is f dus begrensd. Sterker
nog we hebben een bovengrens voor ||f ||.

We gaan nu een rij an ⊂ c0 met ||an||∞ = 1 vinden. We tonen aan dat
de limiet limn→∞a

n = a. Dan hebben we ||f(a)|| = Λ en aangezien dit een
ondergrens geeft, volgt dan dat ||f || = Λ.
Nu ank = sign(λk) voor k 5 n, anders 0. (hierdoor zitten de elementen in c0).
De rij convergeert duidelijk naar ak = sign(λk)∀k, welke in l∞ zit en doordat
c0 een Banachruimte is, volgt dat a ∈ c0.
|f(a)| = |

∑
λksign(λk)| = |

∑
|λk|| =

∑
|λk| = Λ en aangezien ||a||∞ = 1,

hebben we exact wat we zochten. Het volgt dus dat ||f || = Λ.

Opgave 5
Zij 0 < α < 1 en definiëer de ruimte Cα([a, b]) van functies u : [a, b] → R
waarvoor een constante 0 < k < ∞ bestaat zodanig dat |u(x) − u(y)| ≤
k|x− y|α, voor alle x, y ∈ [a, b]. Voor elke u ∈ Cα([a, b]) definiëer

‖u‖ = sup
x∈[a,b]

|u(x)|+ sup
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

.

(a) Laat zien dat (Cα([a, b]), ‖ · ‖) een genormeerde ruimte is.

Bewijs. Eerst laten we zien dat (Cα([a, b]), ‖·‖) een vectorruimte is. Merk
daarvoor op dat Cα ⊂ C([a, b]). Zij immers ε > 0 en kies

δ :=
ε1/α

2k

Dan geldt voor alle x ∈ B(y, δ) dat

|u(x)− u(y)| ≤ k|x− y|α ≤ kδ ≤ ε

2
< ε.

Duidelijk 0 ∈ (Cα([a, b]), ‖ · ‖). Verder voor u, v ∈ Cα, λ ∈ R

|(u+λv)(x)+(u+λv)(y)| ≤ |u(x)−u(y)|+|λv(x)−λv(y)| ≤ k(1+λ)|x−y|α

en dus u+ λv ∈ Cα.
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We laten zien dat ‖ · ‖ een norm is. We weten dat ‖ · ‖∞ een norm is.

Merk op dat 0 ≤ supx 6=y
|u(x)−u(y)|
|x−y|α ≤ k, dus ‖u‖ ≥ 0. Zij ‖u‖ = 0 dan

‖u‖∞ = 0 en dus u = 0. De andere kant op is triviaal. ‖λu‖ = λ‖u‖
omdat: supλA = λ supA. De driehoeksongelijkheid:

‖u+ v‖ = ‖u+ v‖∞ + sup
x 6=y

|(u+ v)(x)− (u+ v)(y)|
|x− y|α

≤ ‖u‖∞ + ‖v‖∞ + sup
x6=y

|u(x)− u(y)|+ |v(x)− v(y)|
|x− y|α

= ‖u‖∞ + ‖v‖∞ + sup
x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

+ sup
x6=y

|v(x)− v(y)|
|x− y|α

= ‖u‖+ ‖v‖

(b) Laat zien dat (Cα([a, b]), ‖ · ‖) een Banachruimte is.

Bewijs. Zij {fn} een Cauchyrij in Cα. Dan is ∀n,m ∈ N

‖fn − fm‖∞ ≤ ‖fn − fm‖

en dus {fn} een Cauchyrij ten opzichte van ‖ · ‖∞. Dus, omdat C([a, b])
volledig is ten opzichte van de supnorm, bestaat er een f die continu
is zodat limn→∞ fn uniform naar f convergeert ten opzichte van ‖ · ‖∞.
Claim: f ∈ Cα. Voor alle n > N voor groot N groot genoeg:

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(y) + fn(y)− f(y)| (1)

≤ 2‖fn − f‖∞ + |fn(x)− fn(y)| (2)

< ε+ |x− y|α sup
v 6=z

|fn(v)− fn(z)|
|v − z|α

(3)

Omdat {fn} een Cauchyrij is, bestaat er eenM > 0 zodat supx 6=y
|fn(x)−fn(y)|
|x−y|α ≤

M . We zien dan dat |f(x)−f(y)| < ε+M |x−y|α. Dus, met bijvoorbeeld
ε = |x− y|α, f ∈ Cα. We laten nog zien dat f ook de limiet ten opzichte
van ‖ · ‖ is. Zij N zodat voor alle n > N , ‖fn − f‖∞ < ε. Voor n > N
geldt dan:

4



‖fn − f‖ = ‖fn − f‖∞ + sup
x 6=y

|fn(x)− f(x)− (fn(y)− f(y))|
|x− y|α

(4)

< ε+ sup
x 6=y

|ε− ε|
|x− y|α

(5)

= ε. (6)

(c) Laat zien dat de verzameling A = {u ∈ Cα([a, b]), ‖u‖ ≤ 1} uniform
equicontinu is.

Bewijs. Zij ε > 0. We zoeken een δ > 0 zodat

|x− y| < δ → sup
u∈A
|u(x)− u(y)| < ε.

Kies δ := ε1/α. Dan geldt voor alle x, y zodat |x− y| < δ en alle u ∈ A:

|u(x)− u(y)| < |x− y|α sup
v 6=z

|u(v)− u(z)|
|v − z|α

(7)

≤ δα (8)

= ε (9)
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