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Opgave 1. Randwaarden van holomorfe functies

In deze opgave beschouwen we generalisaties van de distributies (x + i0)−1 en
(x− i0)−1.

In het vervolg noteren we met z = x+iy een complexe variabele. Bovendien
identificeren we het element z ∈ C met het element (x, y) ∈ R2.

We beschouwen het bovenhalfvlak

H+ := {z = x+ iy ∈ C | y > 0}

en noteren met O(H+) de ruimte van complex differentieerbare functies H+ →
C.

Voor N ∈ N definiëren we de deelruimte ON (H+) van functies f ∈ O(H+)
zo dat de functie |y|N |f(z)| begrensd is op iedere deelverzameling van H+ van
de vorm [a, b]×]0, h], met a < b en h > 0. Bovendien definiëren we

O∗(H+) = ∪N∈N ON (H+).

(a) We definiëren de complex differentieerbare functie log+ : H+ → C door
log+(z) = log |z| + i arg z, waarbij 0 < arg z < π. Toon aan dat deze
functie tot O1(H+) behoort.

(b) Toon aan dat de functie z 7→ 1
z tot O1(H+) behoort.

We definiëren de Cauchy-Riemann operator

∂

∂z̄
:=

1
2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
).

(c) Zij V ⊂ C open. Toon aan dat voor iedere ψ ∈ C∞(V ) en iedere f ∈ O(V )
geldt

∂

∂z̄
(ψf) =

∂

∂z̄
(ψ)f op V.
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(d) Zij R een rechthoek in V van de vorm R = [a, b]×[c, d] met a < b en c < d.
Toon aan dat voor alle ψ ∈ C∞(V ) en iedere complex differentieerbare
functie f ∈ O(V ) geldt∫

∂R
ψ(z) f(z) dz = 2i

∫
R

∂ψ

∂z̄
(z)f(z) dx dy.

Hint: gebruik dat dz = dx + i dy als complexwaardige eenvorm op te
vatten is.

(e) Voor iedere functie ϕ ∈ C∞(R) definiëren we de C∞-functie ϕ̃N : C '
R2 → C door

ϕ̃N (z) =
N∑

k=0

ϕ(k)(x)
k!

(iy)k.

Voorts definiëren we de C∞-functie Rϕ,N : R → C door

Rϕ,N (x) =
iN ϕ(N+1)(x)

2N !
.

Toon aan dat voor alle z ∈ C
∂

∂z̄
ϕ̃N (z) = Rϕ,N (x) yN .

In het vervolg is f ∈ ON (H+).

(f) Zij a < b, 0 < h. Toon aan dat voor elke ϕ ∈ C∞0 ([a, b]) geldt dat∫ b

a
ϕ(x)f(x+ iε) dx =

∫ b

a
ϕ̃N (x+ ih)f(x+ ih+ iε) dx

+ 2i
∫ h

0

∫ b

a
Rϕ,N (x) yN f(z + iε) dx dy.

(g) Toon aan dat voor elke ϕ ∈ C∞0 (R) de limiet

β+(f)(ϕ) = lim
ε↓0

∫
R
ϕ(x) f(x+ iε) dx

bestaat. Druk deze limiet uit in de som van twee integralen, en bewijs
dat β+(f) een distributie in D′(R) van orde hoogstens N + 1 is.

Het bovenstaande geeft een lineaire operator β+ : O∗(H+) → D′(R) die we de
randwaarde operator zullen noemen (Engels: boundary value map, vandaar de
notatie). Merk op dat

1
x+ i0

= β+(
1
z
).

In analogie hiermee schrijven we ook wel f(x + i0) voor β+(f). Met behulp
van de Cauchy integraalformule is het niet al te moeilijk aan te tonen dat de
complexe differentiatie d/dz de ruimte ON (H+) afbeeldt in ON+1(H+). Er volgt
dat d/dz een lineaire operator O∗(H+) → O∗(H+) definieert.
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(h) Laat zien dat voor alle f ∈ O∗(H+) geldt

d

dx
β+(f) = β+(

d

dz
f).

(i) Voor iedere a ∈ C definiëren we de functie ma
+ : H+ → C door

ma
+(z) = ea log+ z.

Toon aan dat ma
+ ∈ O∗(H+). Voorts definiëren we de distributie ua

+ :=
β+(ma

+). Toon aan dat voor elke a ∈ C geldt

d

dx
ua

+ = aua−1
+ .

Op soortgelijke wijze schrijven we H− = {z ∈ C | y < 0} voor het complexe
onderhalfvlak en definiëren we de randwaarde operator

β− : O∗(H−) → D′(R)

door
β−(f)(ϕ) = lim

ε↓0

∫
R
ϕ(x) f(x− iε) dx,

voor f ∈ O∗(H−) en ϕ ∈ C∞0 (UR). Met deze definities geldt dat

1
x− i0

= β−(
1
z
).

(j) We definiëren de functie log− : H− → C door log−(z) = log |z| + i arg z
met π < arg z < 2π. Laat zien dat

β+(log+)− β−(log−) = −2πiH.

(k) Laat zien dat voor alle gehele k ≥ 0 geldt

1
(x+ i0)k+1

− 1
(x− i0)k+1

= 2πi
(−1)k+1

k!
dk

dxk
δ0.

Voor k = 0 is dit een bekende identiteit.

(l) Voor a ∈ C definiëren we de functie ma
− ∈ O(H−) door ma

−(z) = ea log− z.
Als in onderdeel (i) kan aangetoond worden dat ma

− ∈ O∗(H−). Voor
a ∈ C \ Z definiëren we de distributie

χa :=
[β+(ma−1

+ )− β−(ma−1
− )]

Γ(a)(1− e2aπi)
.

Hierin is Γ de bekende Gamma functie. Bewijs:

(1) suppχa ⊂ [0,∞ [.

(2) χa is op ]0,∞[ gelijk is aan de C∞-functie x 7→ Γ(a)−1 xa−1.
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(3) sing supp χa ⊂ {0}.

(m) Toon aan dat voor alle a ∈ C \ Z geldt dat

d

dx
χa+1 = χa.

(n) Toon aan dat voor elke k ∈ Z, k ≥ 1, geldt

lim
a→k

χa =
xk−1

(k − 1)!
H.

(o) Toon aan dat voor elke ϕ ∈ C∞0 (R) de functie a 7→ χa(ϕ), oorspronkelijk
gedefinieerd op C\Z, een complex differentieerbare voortzetting heeft tot
C.

Opgave 2. De Klein-Gordon operator

In deze opgave bestuderen we een fundamentele oplossing van de Klein-Gordon
operator � +m2. Hierin is m ∈ R,m > 0, en

� =
∂2

∂t2
−

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

,

de golfoperator.

(a) Voor λ ∈ R, λ > 0, definiëren we de continue functie fλ : R → C door

fλ(t) =
{
λ−1 sinλt als t ≥ 0
0 als t < 0.

Laat zien dat door vλ = test(fλ) een getemperde distributie gedefinieerd
wordt.

(b) Laat zien dat d2

dt2
vλ = −λ2vλ + δ0.

(c) Laat zien dat de distributie Vλ := Fvλ getemperd is en voldoet aan

(−τ2 + λ2)Vλ = 1.

(d) Zij λ0 > 0. Laat zien dat er een constante C0 > 0 bestaat zo dat voor alle
λ ≥ λ0 en alle ϕ ∈ S(R) geldt

|Vλ(ϕ)| ≤ C0‖F(ϕ)‖S(0,2).

4



(e) Laat zien dat er een constante C1 > 0 bestaat zo dat voor alle λ ≥ λ0 en
alle ϕ ∈ S(R) geldt

|Vλ(ϕ)| ≤ C1‖ϕ‖S(2,2).

(f) Voor ξ ∈ Rn schrijven we ‖(ξ,m)‖ :=
√
‖ξ‖2 +m2. Is ψ ∈ C∞(Rn+1),

dan noteren we voor elke ξ ∈ Rn met ψξ de functie R → C gedefinieerd
door ψξ(t) = ψ(t, ξ). Toon aan dat door

V (ψ) =
∫

Rn

V‖(ξ,m)‖(ψξ) dξ

een getemperde distributie op Rn+1 gedefinieerd wordt.

(g) Laat zien dat de getemperde distributie E := F−1V ∈ S ′(Rn+1) een
fundamentele oplossing van de Klein-Gordon operator is.

(h) Laat ζ ∈ Cn, z ∈ C en veronderstel dat z2 = 〈ζ, ζ〉+m2 =
∑n

j=1 ζ
2
j +m2.

Toon aan dat | Im z| ≤ ‖ Im ζ‖.

(i) Voor iedere t ∈ R definiëren we de functie bt : Rn → C door

bt(ξ) =
sin(t‖(ξ,m)‖)
‖(ξ,m)‖

.

Toon aan dat er een unieke distributie βt ∈ E ′(Rn) bestaat zo dat F(βt) =
bt. Toon verder aan dat suppβt ⊂ B(0, |t|).

(j) Toon aan dat voor elke ϕ ∈ C∞0 (Rn+1) geldt dat

E(ϕ) =
∫ ∞

0
βt(ϕt) dt.

Hierin is ϕt : Rn → C gedefinieerd door ϕt(ξ) = ϕ(t, ξ).

(k) Toon aan dat suppE bevat is in de gesloten kegel

C+ = {(t, ξ) ∈ R× Rn | ‖ξ‖ ≤ t}.
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