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Opgave 1

a) mv0D

b) mv0
2

D en langs de stang naar buiten gericht (centrifugaalkracht)

c) De kracht van de schaatser langs de stang is centraal gericht en dus geldt impulsmomentbe-
houd t.o.v. A.
mv(α)[αD] = mv0D, dus v(α) = v0D

αD = v0
α

d) 1
2mv2(α)− 1

2mv0
2 = 1

2mv0
2( 1

α2 − 1)

Met v(x) = v0D
x wordt de arbeid verricht door de schaatser.

=
∫ αD

D

(
−mv2(x)

x

)
dx = −mv0

2D2

∫ αD

D

dx

x3
= −mv0

2D2
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(αD)2
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]
=
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mv0
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(
1
α2
− 1

)
Opgave 2

a) ẋ = Rθ̇ −R cos θ θ̇ = Rθ̇(1− cos θ) = 0 voor θ = 0 en ż = −R sin θ θ̇ = 0 voor θ = 0.

De beginsnelheid is dus nul.

T = 1
2mẋ2 + 1

2mż2 = 1
2mR2(θ̇ − cos θ θ̇)2 + 1

2mR2(− sin θ)2θ̇2

= 1
2mR2θ̇2{(1− cos θ)2 + sin2 θ} = mR2(1− cos θ)θ̇2

V = mgz = mgR(1 + cos θ) en L = T − V = mR2(1− cos θ)θ̇2 −mgR(1 + cos θ)

∂L

∂θ
− d

dt

∂L

∂θ̇
= mR2θ̇2 sin θ + mgR sin θ −mR2 d

dt
(1− cos θ)2θ̇ = 0,

of θ̇2 sin θ + g
R sin θ − 2(1− cos θ)θ̈ − 2θ sin θ θ̇ = 0

− θ̇2 sin θ + g
R sin θ − 2(1− cos θ)θ̈ = 0 of 2

(
1−cos θ

sin θ

)
θ̈ + θ̇2 − g

R = 0

b) θ =
√

g
R t dan θ̇ =

√
g
R en θ̈ = 0; 0 + g

R −
g
R = 0, oké.

Ook op t = 0 is θ = 0.

Voor t = 1
2T is θ = 2π, dus 2π =

√
g
R

(
1
2T

)
of T = 4π

√
R
g .

c) ˙(cos θ
2 ) = −(sin θ

2 ) 1
2 θ̇ = (sin θ

2 )(− 1
2 θ̇)

¨(cos θ
2 ) = (− 1

2 θ̇)(cos θ
2 ) 1

2 θ̇ + (sin θ
2 )(− 1

2 θ̈) = − 1
2 sin θ

2 θ̈ − 1
4 cos θ

2 θ̇2

zodat ¨(cos θ
2 ) + ω2(cos θ

2 ) = 0 = − 1
2 sin θ

2 θ̈ − 1
4 cos θ

2 θ̇2 + ω2 cos θ
2 = 0

of − 1
2 tan θ

2 θ̈ − 1
4 θ̇2 + ω2 = 0 of 2 tan θ

2 θ̈ + θ̇2 − 4ω2 = 0

zodat 4ω2 = σ
R of ω = 1

2

√
g
R en dus T = 2π

ω = 4π
√

R
g , oké.

1Deze uitwerkingen zijn met de grootste zorg gemaakt. In geval van fouten kan de TBC niet verantwoordelijk
worden gesteld, maar wordt zij wel graag op de hoogte gesteld: tbc@A-Eskwadraat.nl



Algemene oplossing: cos θ
2 = A sinωt + B cos ωt, met A en B constanten.

Uit θ(0) = 0 volgt B = 1 en uit − sin θ
2

θ̇
2 = Aω cos ωt−Bω sinωt volgt A = 0 voor t = 0.

Dan geldt cos θ
2 = cos ωt of θ = 2ωt =

√
g
R t, want op t = 0 is θ = 0.

d) 1
2mv2(y) = mg(z0 − z) → v2 = 2g(z0 − z).

Uit de cyclöıde volgt dx
dθ = R(1− cos θ) en dz

dθ = −R sin θ, zodat

1 +
(

dx
dz

)2
= 1 + (1−cos θ)2

sin2 θ
= sin2 θ+1+cos2 θ−2 cos θ

sin2 θ
= 2(1−cos θ)

1−cos2 θ = 2
1+cos θ = 2R

z

1
4T =

√
R
g

∫ z0

0
dz√

z0z−z2 Substitueer z = ηz0 met 0 ≤ η ≤ 1 en dz = z0dη,dan

1
4T =

√
R
g

∫ 1

η=0
z0dη√

z02η−η2z02
=

√
R
g

∫ 1

0

dη√
η − η2︸ ︷︷ ︸

getal

; onafhankelijk van z0.

Substitueer η = 1
2 (α + 1) dan∫

η=0
1 dη√

η−η2
=

∫
α=−1

+1 dα√
1−α2 = [arcsinα]+1

−1 = π, dus T = 4π
√

R
g .

Opgave 3

a)

p̃e,voor =
1
c
E0(1, 0, 0, 0), p̃f,voor =

1
c
Ef (1,−1, 0, 0) en p̃f,na =

1
c
Ef,na(1, 1, 0, 0)

(p̃2
e,voor =

1
c2

E0
2 = (p̃2

e,na en p̃2
f,voor = p̃2

f,na = 0.

b) Behoud van vierimpuls geeft het gestelde.

p̃2
e,na = p̃2

e,voor + (p̃f,voor − p̃f,na)2 + 2p̃e,voor • (p̃f,voor − p̃f,na

E0
2

c2 = E0
2

c2 + 0 + 0− 2p̃f,voor • (p̃f,voor − p̃f,na), of

p̃f,voor • p̃f,na = p̃e,voor • (p̃f,voor − p̃f,na)

1
c2 Ef,voorEf,na


1
−1
0
0

 •


1
1
0
0

 = 1
cE0


1
0
0
0

 •

 1
cEf,voor


1
−1
0
0

− 1
cEf,na


1
1
0
0




2
c2 Ef,voorEf,na = 1

c2 E0Ef,voor − 1
c2 E0Ef,na

Ef,na(2Ef,voor + E0) = E0Ef,voor, oké

Ef,na = 1
2E0 als Ef,voor � E0, en

Ef,na = Ef,voor als Ef,voor � E0.

c) E′
f,na = kEf,na en E′

f,voor = 1
kEf,voor Substitutie geeft dan 1

kE′
f,na = E0kE′

f,voor
E0+2kE′

f,voor
of E′

f,na =

E′
f,voor

k2

1+2k(
E′

f,voor
E0

)

d) γ = 500 → k = 1000 en dus
E′

f,na = (2, 5eV) 106

1+2·103 2,5
(500)103

= (2, 5eV) 106

1+ 1
100

= 2,5
1,01MeV = 2, 48MeV.


